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UNA APPLICAZIONE DELLA GEOMETRIA ENUMERATIVA 
ALLE CURVE ALGEBRICHE, 
di Gutdo Gastelnuovo, a Torino. 
Advnanza del 23 &cembre r888. 
In questo lavoro ci proponiamo due fini : espmre un metodo utile 
in mohe ricerche delia teoria &lie curve; presentare alcuue formole 
che ci sembrano notevdi e in se stesse, e per le loro conseguenze. 
A queste s noi siamo giunti applicando il principio della conser- 
vazione del numero a curve degeneri (*). La trattazione diretta delle 
quesuoni, teoricamente preferiblle, offre in questo caso gravi d6ficohL 
n Indicheremo con Cp una curva d'ordine n e genere p. L'insieme 
d~ pii~ curve d'ordine n,, n~, . . .  n, e di genere risp. p~, p=, . . .  Pt dh 
una curva d'ordme n- - -n~ + n~ + . , .  + n, e d~ genere 
p - -p~ + p= + . . .  +p, - - ( t - -  I )+ i ,  
dow i ~ il numero totale deUe intersezioni semphci delle curve date, a 
due a due; si suppone che le curve date si seghino in guisa, the si 
(*) Spetta al sig. S c h u b e r t ~1mento di aver eaunciato in modo preciso 
questo fecondo prmclplo, e & averlo apphcato a numerose questioni. Vedifl trattato 
Kalkfd der Ab~ablenden Geometr*e,  varie note pubbhcate nei M~tbemat,sche Annale~ 
e negli Acta Mat/:ematica, 
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possa passare da una curva ad un'ahra qua!unque, percorrendo curve 
del sistema ed attraversando punt, di mtersezione Ii N o t h e r che d~ la 
defimzione del genere deI!a curva compIessiva (*), mostra che la curva 
gode le propriet~ dipendent' da queI valore d tp  (serie dt gruppi, in- 
tersezioni, ecc.) t~ quin& naturale dt pensare che le propriet2t e inu -  
meri che &pendono solo dall 'ordme dal genere di una curva (**), si con- 
servino , quando la curva si spezza m curve minor1 secondo la deft- 
nizione precedente. Nel segmto parleremo sohanto di curve C~' com- 
poste di una C~_7~+~ e di una ,etta sec,mte l 'uhima cqrva m * (> o) punti. 
I. Gh spazi a r d imenstom S, che segano in a punti una curva 
C appartenente a S~, formano un slstema di mohephcit~ 
9 + O- - ( , - - r - -  0, 
o superiore; si suppone che v non sia negativo. Se v - -o  xl numero  
di questi S, 6 (m generale) fimto. Calcoleremo questo numero,  dato 
l'orcline e 11 genere & C, nei due casi 
I) s - - -2 ( r -~ I), a - - - r  q- 2; ~) s---," q- 2, a - - z  (r q- I). 
II numero degla spaza S, che segatao in (r + 2) prom u~za curva C'/ 
di S.(~+ 0 , 
Indichiamo con f (1% r)t 11 valore di questa somma,  quaiunque 
siano gli interi n, r, p. La f sod,sfa are relazmnl: 
(9 Acta Mal/;ematbca, VIII 
(**) S1 6 mdom a ntenere che i numen d~tl nel paragrafi seguenn dlpetadano 
solo dall'ordme dal genere deIIa curva, dal fatto che nel piano e ne!lo spazlo or- 
dmario que~ numen s~ possono calcolare con mew.dr p,fi darem m funzmne dell' or- 
dine e del genere soltanto 
(***) S, arresn Io svlluppo al primo termme nul[o, altrettanto per Ie formole se- 
guenti. 
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I f (n-b ~, r)p -- f(n,  r )~+f (n - -  r, r - -  ~)~, 
f(n 4- I ,  t')t,+ ~ - - f (n,  r)p -k J(n - -  2, r -  I)~, 
f(n + ~, r)e+.--f(n + r, r), - f (n -  3, r -  2),. 
Ammettiamo ra che la ( I )  dia il numero rischiesto per le curve 
degli spazi inferiori a S=(,+,) ; e in questo stesso spazio valga per la 
~;  dimostreremo che in conseguenza l  (0  vale per le curve d' or- 
dine n+ I e di generep op  + r di S~C,+ O.
La ~e-~ si scinda in una C~ e in una retta g unisecante. Gli spazi 
S, che segano in (r q- z) punti C; :+=, sono o spazi secanti n (r q- 9.) 
punti @', o spazi secanti in (r q- r) punti C~ e in un punto g. 
II numero dei primi ~ per ipotesi f(n, r)p; il numero dei secondi 
~" il numero degli S,_~ secanti in (r q- r) punti la C~ -~ di S=, proie- 
zione di @' da g, e questo numero + per ipotesi f (n -  I, r -  I)~. 
Quindi il numero richiesto per C~'+~ +
f(n, r)p q- f (n -  r, r -  I)~ ---f(n --k I, r)~ per lea) ;  
e ci6 appunto si voleva dimostrare. 
Nello stesso modo la @'++~ si scinda in C~' e in una retta bise- 
cante; si trover2t che il numero richiesto per C~'++~ ~ dato da 
f(n, r)e -k f (n -  2, r - -  ~)p ---f(n -Jr- ~, r)~+,. 
Ora la (0  vale in ogni caso per r - -o ,  e in S=c,+ 0 vale per le curve 
razionali ed ellittiche d'ordine 2 (r + I) + I; dunque la ( I )  vale per 
tutte le curve di S=(r+o, nelle quali 
n--p 2(r + O. 
Quanto aUe altre curve, dimostreremo che se la (r) vale per C~, 
vale pet" ogni C~+,~ , che possa degenerare in una C~ con una retta 
i-secante, g. I1 numero degli 5", che segano in (r + 2) punti C~+~ 
dato Ha f(n, r)p, p16 un certo numero che dipende dalla mol- 
teplicifi d ig  nella variet~t costituita dagli 5', (r + r)-secanti C~. Si tratta 
soltanto di &mostrare l'uguaglianza 
3o 
d)  
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f (n  + ~, r)p+,_~---f(n, r), + s r),. 
La via che si presenta ~ dl calcolare f,(n, r)e e poi di servirsi 
opportunamente ddle a) per mostrare che il secondo membro si ri- 
duce al primo. Ma questo calcolo pub esser evitato. Siriconosce an- 
zitutto che f,(n, r)p ~ somma di pifl funzioni del tipo di f (n ,  r)~ per 
argomenti che non superano n, r. Poi si osserva chese  per @'++]_~ 
(e quindi per C~) vale una disuguaglianza analoga lla A) i termini com- 
ponenti ~') hanno significatt geometrici precisi, e l'interpretazione g o- 
metrica mostra appunto che allora la ~') deve sussistere. Dunque la ~') 
vera quando, dato r, e sceho pad arbitrio, si prenda n ~ p -t- i - -  2 -t- 
+ 2 (r + I), cio~ per mfiniti valori di n; dunque la ~') ~ una idenhth, poi- 
ch~ i vari termini che la  compongono sono funzioni razionali di n, p. 
Ma se la ( I )  6 vera per la C;', il secondo membro della a') dk il nu- 
mero degli spazi S, (r + 2)-secantt @?/_,, e la a') &ce che questo nu- 
mero pu6 aversi dalla (I). 
Cosi si trova che la  (0  vale per mohissime curve che non so- 
disfanno alla A). Crediamo che da ogre curva me&ante successive de- 
generazioni in curve minori e rette secanti si possa giungere ad una 
curva sodisfacente alla A). Per6, siccome non possiamo fare questa after- 
mazione in modo assoluto, si abbia curd, ndl'apphcare a casi numenci 
la (I), di osservare se in quei casi, cot metodi qui dati, o con vie 
analoghe, l'applicazione possa giusnficars~. Ct6 valga anche per i pa- 
ragrafi seguenti (*). 
2. B nmnero degli spazi S, secanti m (2 r + z) punti tma C~ di 
S,.~ ~ dato da 
, r+2~i  r+ i - -~  r+ i~ i  " 
(*) La (0  poteva anche dedurst dt uust formola dl B r t l l  e Nother ,  che 
d~ il numero d, soluztoni dl un slste'-na d* equazmm provenientL dall'annuIlarst d una 
matrlce (Math. Ann., VII) 
St notmo i cast particolarx della (0  
f(4 ~ 2~,  "X-- Z )2~-~-~k W ]; f(3P--I,P--2)p==2P" 
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Indichiamo questa somma con ~ (n, r)~; la ? ha la seguente pro- 
priet~ :
La formola (2) valga per ogni curva di F~+~, e in S~+~ per la C~p 
e la ~'+'. Se la C; +' si scinde nella C~ e in una retta g unisecante, 
il numero degli S~ che secano in ~ r + I punfi C; e in un punto g, 
deve esser dato da 
~1(,~, O, = ~(~ + ,, O~ - ~(n, 0~. 
Se la retta g si appoggia in un secondo punto d a C;, di quesfi 
~ (n, r)e spazi, alcuni passano per A,  e precisamente tanti, quanti 
sono gli S,_, che segano in 2 r punti una @~-* di S,+,; questo numero 
~(n-  I, r -  I)~. Quindl la differenza 
~, (,, O , -  ~(~-  ~, , -  ~), 
d/t il numero degli S r che segano 2 r + I volte una ~ di St+=, e si 
appoggiano ad una corda della curva, senza contenere una estrenait~t 
della corda. Sicch~ 
--~(n+ I, r)~+, 
d,~ iVnumero degli spazi 6", che segano in 2r  + 2 punti una C~ (dege- 
nere); anche per la C~: ,,'ale adunque la (2). 
Ma la (2) vale per r - -o ,  I ,  e per le curve razionali di qua- 
lunque spazio (come si pub mostrare direttamente); quindi per ragioni 
analoghe a quelle del ~ I ,  la (2) vale per ogni curva (*). 
i (2 i) (*) $1 noti il caso particolare 9 (3 "/~ -- I, "~--2)2~= 2,/~ 2~ r 
=f (4  rr'- 3, ~ -- 2)z~, come deve essere per il teorema di R iemann-Roch .  
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3. II numero degli spazi S,_~ cbe hanno s contatti semplM con nna 
C; d, S, 
(,) =' [(" r9 + r2v  9, + (" +...]. 
Indicando con +(n, s)~ questa somma, st hanno le relazioni 
T) ~b (n q- i ,  sL+ , - -  + (n, s)p -t- 4 ~? (n - -  1, s - - I )o .  
Ora si noti che la svlluppabile delle tangenti a _p , quando que- 
sta curva degenera in una C5' e una retta g unisecante m A,  sL scinde 
nella sviluppabile deUe tangenti a Cp e nel fascm & rette determinato 
dalla retta g e dalla tangente in A, contato due volte. Si noti inoltre 
che uno spazio S s i passante per una corda c di p" _ .~p, non deve consi- 
derarsi come bitangente alla C-~+~ (cosutuita da C~'e da c) in  punt1 di 
c, perch6 S, ~incontra C "+`in n -  2 punti oltre che in c In base - -  ~p+I  
a queste osservazioni si riconosce subtto chese la (3) vale per Ce, i 
numen richiesti per P'+~ C ''+' ~ e ~ i sono rispettivamente 
+(rl, s)p .-~ 4 +(tl - -  I ,  s - -  I)p--- +(/Z "-{- I, S)p+,. 
Ora la (3) vale per s - -2 ,  e per le curve razionali d, S,; quindi 
ecc .  (% 
4. La via seguita nm paragrafi precedenti pu6 applicarsi con po- 
che modificazioni alle rigate. 
(*) La formula (3) dh 11 namero de1 gruppi & una involuzlone razionale d'or- 
dine n a s dlmenslom, che hanno s putlti doppl Per p = o xl nmnero ~ dato dal 
Weyr  (S~t(b. Wzen, I879), per n ~- up- -  2, s -~p ~ I daI C leb sch colmezzo 
degh integrah Abeham, Forle~vngen uber Geometric, pag 847. 
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II numero degli S._~ the contengono s raggi di um~ rigata r~ d~ S,, 
(4 ) (  n -s+ I)  (n - -  s - -  I )  + (P) (n - -  s - -  3) - -  
s ~P  s~2 s - -4  " ' "  
Indlchiamo con F(n, s)~ll valore della somma; paragorandola 
alla ( I )  si vede che 
F@, @-- f (n ,  s -  2)p; 
le ~) danno subito le relaziom, alle quali sodisfa la F. 
Sia r ;  una rigata di ordine ~z e genere p dl S~, per la quale valga 
la (4); e la (4) valga pure per ogni rigata degli spazi inferiori a S,. 
Se alla 1-~ aggmngmmo un fascio di raggi che abbia un elemento 
comune con I';, otteniamo una r ;  +' degenere Uno spazio S,_, che 
contenga s raggi dl r ;  +', o contiene s raggi di r~, oppure s ~ I raggi 
di l'~ e un raggto del f:tscio. I1 numero dei primi S,_~ ~ F(n, s)v it 
numero dei secondi S,_, ~ F(n - -  r ,  s ~ I)~ ; quindi il numero to- 
tale degh S,_, contenentt s raggi di r~+'~ 
F(, , ,  s), + F( , ,  - ,, , -  O: = F(, ,  + ~, ,)~. 
_*t Se poi a Ip si aggmngono due fasci di raggt di centri U, V ~ aventi 
ciascuno un elemento comune colla rlgata, e di pi~ il raggio K Yr 
l - * t+ z . comune, si ottiene una .p+~, e i l  numero degli S,_~ contenenti s raggi 
di questa 
F(,, ,  0 ,  + ~ s(,~ - ~, ~ - 0 ,  = ir + 2, 0 ,+,  
Ma si pub dlmostrare direttamente che la  (4) vale per s - - -3 ,  e 
qualunque sia s, per le ngate razionali ed ellittiche, qumdi, ecc. 
5- Due involuzioni razionali g(~), ~ di ordini m, n e di mol- 
tepliclt~t nsp. q, r ,  glacent, sopra una curva di genere p,  hanno in 
generale un numero finito d, gruppi dl q + r punti Ge+ r comuni 
(m, n ~ q -i- r); quale ~ questo numero ?
II numero de~ grupl)~ G~+, comum a due involuxioni raxionali g(,q,), 
Rend. Circ. Malem., t. III, parte iL~Stampato iI 26 gennalo i889. 5. 
34 G. CASTELNUOVO.  
g(') giacenti sopra mm cutva di genere p, 
(5) 
Indichiamo con [m,,, ,zr questa somma; si avr21 l'uguaglianza 
a) "Jp., = '*2p - [ ( " '  - 2 ) , , _ , ,  ( .  - 
La (5) valga per ogni curva 1I cui genere not~ supen p,  dtmo- 
streremo che vale per p q- I. 
Osservlamo che ogre mvoluzione g~P) pu6 ottenersi sopra una curva 
C~ +' di S, me&ante gh o~ la spazi passanti pet un S,_e_ x secante in p q- r - -  v 
punti la curva; ci6 quando s supera un certo hmlte. Anzi per s ab- 
bastanza grande, de1 p q- s - -  v punti alcuni sono arhtrari. Ci6 posto 
si abbla m S, una C~++~ ' composta di una C~ +~ e di una sua coma c. 
Ct+,+~ dagh S , ,  che passano Le due serie o(o g~O siano segate su _~+, 
risp. per due spazl S,_t_, , S,_ . . . .  i quah inconmno m p + s - -  m, 
p -1- s - -  n punri la @'+~ e m un punto ciascuno la c; questi due punts 
dl c siano M, N. Se la C • da redutttblle, con una variazlone infi- 
nitesima" diventa irredumbsle, la prate ds curva proveniente da c sar2l 
segata da ogns spamo S,_~ passante per MN in un punto solo oltre 
ad M ed N ,  perch~ questo S,_~ mcontra gift C~ +' in p + s punti. 
Segue da cib che dt tin gruppo G e§ comune ai!e due mvoluzloni, mai 
due pun,.i possono appartenere a c, e qumds m generale i gruppi Ge, 
(7~+* comum giacciono tutti su ~t, , ma non hanno elementt nelle estre- 
ram'1 delia corda c. Ora gh S,_~ passanti per S_,j_~, S, . . . .  segano su 
C~p' due g!7), g,([) le quah hanno [w,l, ~z,]p G'~+~ comum, ma di quests 
alcuni contengono le estrem:tS, della corda c, e solo 1 rimanenti danno 
i Gq+, nchiesn. I prims G',+r sono tanti, quanti sono i G;,~+,_= comuni 
aile due mvoluzioni o'(9-0 c,r(,-~) generate dagls S, ~ passanti per c e 
nsp. per S,_~_. S, . . . .  ; il loro numero ~ qumdi 
(]p-b,+I e per conseguenza il numero richiesto dei G,2+~ su ~p+~ 
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[m~l , nr] p - -  [ ( / / i~-  2),/_~, (n - -  2)r_x]p = [,/'~/, nr]p+ x . 
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Ma la formola (5) & esatta per p = o; quindi 6 vera in generale (*). 
6. Come deve modlficarsi la (5) quando le due involuzioni hanno 
una involuzione minore comune ?
oo) i cui gruppi Sia m~n e la involuzione ~o,d'~), contenga una b,,, ,
appartengano a gruppi di g[[); vogliamo determinare quanti sono i gruppi 
G~+, i quali, senza giacere nella ~,,,o(~ sono contenuti in ~,,,~176 g~,). 
La g(2) sia segata su C~" di S, dagh 3;_, passanti per un S,_~_~, 
(7:+, Di questi p +s- -m che si appoggia in p + s ~ m punti a _~, . 
punti si fissino p + s ~ n, e si conduca per essi uno spazio S,_(~+o_,, 
facendo per ora la ipotesi che siap + s ~ n'< s - -  (q + r), ossia 
~) n - -p~_q  + r. 
Proiettiamo da S,_(q+o_ , la curva C~' in un Sq+~; otterremo in 
questo una curva C]], sulla quale la g~? sar,~ segata da sfoazi ocq+~_, pas- 
santi per un Sr avente n -  m punti comum colla curva. 
Fissato poi ad arbitrio ua Se_ ~ non secante la curva, gli S~+,_, pas- 
santi per esso determineranno sulla curva una g~O 
Dei [m~, n J;  gruppi Gq+, comuni a g~,~), g,([) alcuni si trovano nello 
spazio S~+r che contiene S~_,, S~_,; i rimanenti 
(~ 
giacciono in spazi S~+,_~, che segano $I_,, Sr rispettivamente in S~_,, 
St - -2  ~ 
Ora i due spazi S,1_~, S ... .  fin qui indipendenti, si seghino in 
un punto So; per i[ principio della conservazione del numero, degli 
(*) Vedi la &mostrazione della (5) per le curve razionah in una nota di L e 
P a lg  e (B.lletmr de l'Aca, l Roy. de Bdr 3~ ~.~ s~ne, tome X[). Per ~ ~ 'x ,  p 
qualunque la formola pu6 dtmgstrtrsl medlar c3nslderanom p~ semplici, com~, 
mostreremo altrove. 
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spazi S~+,_. alcuni v. verranno a passare per So, mentre gli ahri ~,, 
segheranno m un S,~+,_ 3 Io spazio S'~+,_ 2 che contiene S>~, Sr e 
S at,';, 
~ = ~., + ~,,. 
Ma ~, ~ it numero det gruppi G'~, che stannoin spazi S,l~,_=, e
sono contenuti nella involuzione g~p determmata dagl, S,l+,_ , wssanti 
per S'~+~_2; }~ b qumdi 11 numero del ~gruppl G'~+~ comuni alla ~(~),,, e 
alia g(~+r-O segata dagli spazt che passano per un punto V (arbltrario) 
di S,m , esclus, quei gruppi di q + r puntt che si trovano nella proie- 
zione di S'q+~_= da V; 
= E,,,,, ; J. 
Per conseguenza 
Proiettando da S O la curva C~ e gli spazi S,1_ ~, S,_, in uno spa- 
zio a q + r -  I &mensioni, si riconosce subito che % 6 il numero 
dei gruppi Go+~ comuni a due o(~ o(O avenn una g,(,i ) comune. 
Operando pm sulla curva proiemone come st ~ operato su @', 
ed approfittm~do del numero %,  si trova chese ~,,a('o, g~O hanno una 
g!,,=) comune, it numero dei Gq+, comuni si riduce a 
== - -  % - -  ~=, dove fi2-- Ira=, n,m_.] , - -  [%, '*,l+r-~]p, 
ossia a 
0~2 = [11t'f' 1"]t'--" [11t2' 1'~1+'--2JP" 
In generale si ha i[ teorema : 
Se due involuziom ~,,,~ g]) sia C e hanno i~na o~~ c0mmze, I m~- 
mero dei gruppi Gq+, cbe giaccwno helle dz~e prime mvola~zioni, senza 
app, artenere a g(,~), 
(6) [,,,q, 
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II caso in cui l'ipotesi ,) non si verifica, non esige una nuova 
trattazione. Infatti si fissino sulla curva k punti ad arbitrio, dove k 
up numero abbastanza grande perch~ la 0 sia vera quando al posto di 
n si scriva n + k. Allora la (6) sar,~ ,npphcabile alia g!O e alla s,+k ~('), i cui 
gruppi si ottengono aggiungendo quei k punti fissi ai gruppi d ig  co. 
Dal nuovo valore che assume la (6) si tolga il numero di quei Gq+, 
comuni a c,(o o(o i quah contengono uno o pifl dei punti k. Si Ot- .bm ~ 6n+k~ 
terror una differenza che non varia al variare di k,  e che perci6 deve 
coincidere colla (6) del caso precedente. Dunque la (6)vale anche se 
la ,) non si vefifica. 
Applichiamo la (6) a determinate il numero degli spazi S r che 
segano in (2 r + 2) punfi una C; di St+ ,; problema gi~t risolto dal- 
la (2). 
Fissati in S,+, due punti arbitrari So, SIo, gli S,+ I passanti per l 'uno 
o per l'altro di quesfi punti secano sulla curva due g(,+o aventi una 
g~') comune. II numero richiesto + fl numero dei G,(,~_,) che giacciono 
nelle due g~,~+'), senza appartenere alia g,r ossia per la (6) 
Ora, fatta qualche riduzione, si riconosce che questo numero coincide 
con quello dato daUa (2). 
Tormo, dicembre 1888 
G. CASTELNUOVO. 
